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1. INTRODUCTION 
Soient Tp le groupe du tore a p dimensions, (@\{O})p sa complexification 
naturelle, et ~3 un domaine de Reinhardt (c’est-i-dire multicirculaire) de 
(C\{O})p. Les proprittes suivantes sent des resultats classiques de l’analyse: 
(i) Toute fonction holomorphe dans G y admet un developpement en 
“serie de Laurent”: 
f(z ,,..., zp) = x 
w,.....n,)EBP 
c, ,,,,‘, n,z’;’ . .’ z;p 
normalement convergent sur tout compact de 8. 
(ii) On peut definir l’espace de Hardy H*(g)). Si la “base 
logarithmique” de &ZJ est un cone convexe saillant C, H*(g) est un espace de 
Hilbert. Toute fonction fE H*(g) possede alors une valeur au bord 
f” E L2(Tp). Si C* designe le cone polaire de C, le noyau de Cauchy- 
Bochner est detini en posant 
N(z, )..., zp) = F‘ 
(n,,....n~em 
z;1 . . . ZnP 
P . 
C’est’ une fonction holomorphe dans g, et pour tout fE H’(Q) on a la 
formule integrale de Cauchy-Bochner: 
f(z) =j-TnN(zu-l)f’(u) du, 
ou du designe la mesure de Haar de masse un de Tp. 
Dans un precedent mtmoire [6] nous avons donne une gtneralisation de la 
propriete (i) dans le cadre de la theorie des groupes. Le but de cet article est 
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de generaliser darts le m2me cadre la propriete (ii). La situation envisagte st 
la suivante. 
Soient (K, L) une paire symitrique compacte et X= K/L l’espace 
symetrique compact correspondant. On considere la paire complexifiee 
(K,, L,) et l’espace homogene complexe X, = KC/L,. On a vu dans [6] que 
celui-ci est d’une part une complexifkation de Stein de X, d’autre part un 
libre vectoriel K-homogbne sur X = K/L. Cette fibration fait jouer un role 
privilegie aux domaines K-invariants de X, qu’on appelle “domaines de 
Reinhardt generalises.” Chacun d’eux est caracterist par la donnee de sa 
“base,” delinie dans une sous-algebre de Cartan de la paire (K, L) et 
invariante par un groupe de Weyl. 
Soit alors f une fonction holomorphe dans un tel domaine. A l’aide de la 
theorie classique de Cartan-Weyl, on a difini dans [6] les “coefficients de 
Laurent” et la “serie de Laurent” de J On en a deduit qu’un domaine de 
Reinhardt generalist: est une variete de Stein si et seulement si sa base est 
convexe, obtenant ainsi une generalisation du celebre “theoreme du tube” de 
Bochner. 
Dans cet article nous considirons un domaine de Reinhardt generalist 
Q c X,, dont la base est un c6ne convexe saillant. En raison de l’invariance 
de la base par le groupe de Weyl, ceci n’est possible que si le groupe 
compact K n’est pas semi-simple. Nous dilinissons l’espace de Hardy H’(g) 
associt au domaine 9. 
Nous demontrons que celui-ci possbde les quatre proprietes classiques 
suivantes : 
(a) H’(g) est un espace de Hilbert, 
(b) toute fonctionfE H*(g) posdde une valeur au bordf#E L*(X), 
(c) on a une caracterisation de H*(g) du type Paley-Wiener, 
(d) H*(g) posdde un noyau reproduisant determine xplicitement et 
on a une generalisation de la formule inttgrale de Cauchy-Bochner. 
11 est remarquable que le formalisme ainsi diveloppi possede une 
application immediate a la theorie des domaines bomb syme’triques. 
Soient en effet D = G/K un domaine borne symetrique du type tube de C” 
et S = K/L son bord de Shilov. 11 est classique que la paire (K, L) est une 
paire symetrique compacte. Tous les risultats obtenus dans cet article 
s’appliquent done a l’espace homogene complexe S, = KJL,. On a vu dans 
[7] et [8] que celui-ci peut Ctre realise comme un ouvert dense de C”. Alors 
fi = D n S, est un ouvert dense de D, et comme G n K, = K c’est aussi un 
domaine de Reinhardt gerkralise de ‘S,. On peut en particulier dtfinir 
l’espace de Hardy H*(B). Nous demontrons l’egalite remarquable 
H*(B) = H*(D), 
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ou H’(D) designe l’espace de Hardy classique du domaine borne symetrique 
D. D’ou une nouvelle preuve tres rapide des resultats de Schmid [9] et 
Hua [3] sur H’(D). 
Donnons pour conclure le plan de cet article. La Section 2 etablit les 
notations concernant les espaces symetriques compacts et rappelle les 
proprietes classiques de l’analyse harmonique sur ces espaces. La Section 3 
rappelle les resultats fondamentaux de [6] concernant les domaines 
de Reinhardt generalis& et les series de Laurent des fonctions holomorphes. 
La Section 4 est consacree a la demonstration d’une formule de Plancherel. 
A la Section 5 nous dtfmissons et caracterisons l’espace de Hardy d’un 
domaine de Reinhardt generalise dont la base est arbitraire. La situation 
beaucoup plus riche ou la base est un c&e conzlexe saillunt est etudiee i la 
Section 6. Le noyau de Cauchy-Bochner d’un tel domaine est introduit a la 
Section 7. Son noyau de Poisson Pest i la Section 8. Enfin les Sections 9 et 
10 sont consacrees i des applications, I’une au cas des groupes analytiques 
compacts, l’autre i la theorie des domaines born& symetriques. 
2. G~NI~RALITBS ET NOTATIONS 
Nous nous en tenons ici aux seules notions qui sont strictement indispen- 
sables a la suite du texte. Pour plus de details et des references, now 
renvoyons le lecteur a la Section 1 de [6]. 
2.1. Paire symktrique compacte 
On considere une paire symetrique compacte (K, L): K est un groupe 
analytique compact (non nicessairement semi-simple), L est un sous-groupe 
de Lie de K (non necessairement connexe), et il existe un automorphisme 
involutif gde K tel que 
ou Ka designe le sous-groupe des points fixes de g dans K et K$ la 
composante neutre de K,. Alors I’espace homogene X= K/L est un espace 
riemannien symitrique compact. 
Soient t et I les algbbres respectives de K et L, 8 = dg l’automorphisme 
involutif de f induit par 8, et f = I@ p la decomposition de f en sous-espaces 
propres de 8. L’algebre f est la somme directe de son centre 3 et de l’algebre 
semi-simple compacte t’ = [t, t]. La paire (f’, f’ nl) est une paire 
symetrique compacte pour l’automorphisme 8. 
Soit a une sous-algebre de Cartan de la paire symitrique (t, I), c’est-i-dire 
une sous-algebre abelienne, contenue dans p, et maximale pour ces 
proprietes. Alors on a a = (3 n p) @ a’, od a’ = an t’ est une sous-algebre 
de Cartan de la paire (t’, f’ n I). 
580/60/3-3 
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Soit M (resp. M’) le centralisateur (resp. normalisateur) de a darts L. On 
note W = M’/M le groupe de Weyl de la paire symetrique (1, I). 11 opere 
dans a par la representation adjointe et dans (ia)* (c’est-i-dire l’ensemble des 
formes R-lineaires a valeurs reelles sur ia) par la representation coadjointe. - - 
On choisit une chambre de Weyl fermee a+ de a. Alors a+ = a/W et 
a+= (jnp)@a’+, oii a’+ est une chambre de Weyl fermee de a’. On 
munit desormais a d’une norme I/ I( invariante par W. On munit (ia)* de la 
norme duale encore notee I/ (I . 
2.2. Transformation de Fourier sur K 
On note dk la mesure de Haar de masse un de K, et k l’ensemble des 
classes d’equivalence des representations irrtductibles de K. Dans chaque 
classe on lixe un representant M: c’est une representation unitaire dans un 
espace hilbertien E(M) de dimension finie d(M). L’ensemble des reprtsen- 
tations ainsi obtenu est encore note k. 
Si fE L’(K, dk) ses coefficients de Fourier {b(M), ME R} sont dtfinis 
par 
&4) = j f(k) M*(k) dk. 
K 
C’est pour tout M E I? un operateur continu dans E(M). On appelle serie 
de Fourier de f la serie 
(k E K). 
On a la formule de Plancherel 
I K IfWl’ a= zk 4W lllfW)III’~ 
ou pour tout endomorphisme A de E(M) on note Il(A /I( = (tr AA *)I’* la 
norme de Hilbert-Schmidt de A. 
2.3. Transformation de Fourier sur X 
On dit qu’une representation ME x est de classe un par rapport a L s’il 
existe un vecteur non nul v E E(M) invariant sous l’action de L, c’est-a-dire 
VkEL M(k) v = u. 
On note k, l’ensemble des elements de I? qui sont de classe un par rapport 
A L. 
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L’application qui a tout A4 E R, associe son “plus haut poids” A, ltablit 
une correspondance bijective entre l?L et une partie discrete de (ia)*, qu’on 
peut decrire explicitement (voir [6, Sect. 1.21). On note 
cette partie discrete de (ia)*. 
Chaque forme lineaire A E 9 specitie un element de Z?L qu’on note MA. 
C’est une representation unitaire dans un espace hilbertien E, de dimension 
finie dA, muni du produit scalaire ( , ). 
On sait que le sous-espace de E, forme des vecteurs L-invariants est de 
dimension un. On choisit dans ce sous-espace un vecteur norme vt . Soit { vj” ,
1 <j < d,} une base orthonormee de E, contenant u:. Les elements 
matriciels 
sont des fonctions analytiques sur K invariantes a droite par L. On note of 
(1 <j< dA) les fonctions sur X= K/L correspondantes. La fonction p: est 
appelee fonction sphtrique zonale. Elle est L-invariante. 
Soit dx l’unique mesure sur X invariante par K et de masse un. Si 
fE L’(X, dx) ses coefficients de Fourier {&(A); A E 9, 1 <j < dA} sont les 
scalaires definis par 
La serie de Fourier de f est la serie 
(x E X). 
On a une formule de Plancherel 
I x I f(x)1 * dx = & da II .fWll 2 
avec pour tout A E 9, IIp(A)l/’ = J$!, IJ(A)l’. 
2.4. Fonction d’appui 
Soit B une partie bornee de a. On appelle fonction d’appui de B et on note 
h, l’application de (ia)* dans R definie par 
h,(l) = sup A(iH). 
HEB 
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Elle est continue et homogene de degrt un. On appelle polaire de B le fermi: 
convexe de (ia)* defini par 
B* = {A E (ia)*: &(A) < l}. 
Si B est une partie non bornte de a, fonction d’appui et polaire sont encore 
bien d&is. Cependant h, est seulement semi-continue inferieurement et peut 
prendre la valeur +co. En particulier si C est un c&e ouvert de a, son 
polaire C* est un cone convexe ferme de (ia)* et on a 
h,(A) = 0, 1EC” 
= +oo, i&C”. 
D’oti il vient 
C* = {A E (ia)* : A(iZf) < 0, V HE C}. 
La proposition suivante sera utile. 
PROPOSITION 1. Soit B une partie de a invariante par W et - 
B=Bna’=B/W.PourtoutAE.Pona 
h,(A) = h&l). 
D’oli 
La demonstration donnee dans [6, Proposition 9, p. 1801 pour une partie B 
bornee demeure valable dans le cas general. 
3. SI?RIES DE LAURENT DES FONCTIONS HOLOMORPHES 
On fixe desormais une paire symetrique compacte (K,L) et l’espace 
symetrique X = K/L correspondant. Dans cette section nous rappelons les 
principaux rtsultats de [6], qui seront notre point de depart. 
3.1. Complex~jkation de X 
Soit K, (resp. L,) le groupe complexifie universe1 de K (resp. L). En ce qui 
concerne le complexifit universe1 d’un groupe de Lie compact (non 
ntcessairement connexe), nous renvoyons au Chapitre III, Section 6.10 de [ 1, 
pp. 210-2141. Le groupe L, peut etre identifit i un sous-groupe ferme de K, . 
On peut done considerer l’espace homogene complexe X, = K,/L,. 
Les rlsultats suivants ont et& Ctablis dans [6, Sections 2 et 3, 
pp. 174-1773: 
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(i) X, est une complexification de X. 
(ii) X, est une varitte de Stein. 
(iii) Soit x0 la classe neutre de X. On a la decomposition 
X, = K .exp ip .x0 et X, est un espace fibre K-homogene sur X = K/L, 
isomorphe a K X, p. 
Plus precisement l’application de K X p dans X, definie par (k, H)+ 
k.exp iH.x, identifie X, au quotient de K x p par la relation d’tquivalence 
(k,H)-(kf-‘,Adl.H) @EL). 
Tout element de X, peut s’ecrire z = k. exp iH.x, avec k E K et H E p, et on 
a k.exp iH.x, = k’ . exp iH’ .x0 si et seulement si il existe I E L tel que 
k’ = kl-’ et H’ = Ad l.H. 
(iv) On a la “decomposition de Cartan” generalisee suivante’ 
- 
X,=K.expia.x,=K.expia+.x,. 
- 
Tout element de X, peut s’ecrire z = k. exp iA (z).x,, oti A(z) E a’ est - 
unique, mais non k E K. En d’autres termes K\K,/L, = a/ W= a ‘. 
3.2. Fonctions Gmentaires 
Par la propriete universelle du groupe K,, chaque representation M E I? 
(resp. son adjointe M*) se prolonge de maniere unique en une representation 
(resp. antirepresentation) holomorphe encore notee M (resp. M*) de K, dans 
E(M). On remarque que dans cette extension les elements de la forme 
(exp iH, HE p) sont represent& par des opirateurs hermitiens definis 
positifs. Par continuation analytique on a clairement M*(g) = M( g-‘) pour 
tout ge K,. 
Soient I E.P et {$, 1 <j < dJ} une base orthonormee de E1 choisie 
comme a la Section 2.3. Le vecteur ut est invariant sous I’action de L, done 
de L, = L . exp i I. Les elements matriciels 
avec g E K, et 1 <j ,< dl, sont des fonctions holomorphes et L,-invariantes i
droite sur K,. On note pj” et $ les fonctions holomorphes ur X, = KC/L, 
correspondantes. La fonction spherique zonale (0: est L,-invariante. . 
Le resultat suivant sera utile [6, Propositions 13 et 14, pp. 185-1871. 
’ II s’agit d’une propriitk gtnCrale des espaces pseudo-riemanniens ymetriques 12, 
Thkor6me 4.1, p. 118). 
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PROPOSITION 2. II existe une fonction a: .P 4 IO, 1 [ telle que: 
- 
(i) on apour toutHEa+, 
44 e +wf) < &exp iII.x,) < eaCiH), 
(ii) la fonction a --I est d croissante lente sur 9: 
3rEN,C>O t/A E 9 b@)l-’ < CC1 + IlW. 
On note desormais pour tout k E 9 et tout z E X,, 
llP*(4* = 2 lcp:(z)l’. 
j=l 
Pour tout g E K, on a clairement 
Ilcp*(@,)l12 = lw(g)~:~ $)I’ = lIM,(g) 4112* j=l 
3.3. Domaines de Reinhardt ge’ne’ralisb 
Soit B un domaine K-invariant de X,. On dit que 99 est un “domaine de 
Reinhardt geniralisi? de X,. En vertu de la propriete (iii) enoncie a la 
Section 3.1, 24 est un espace tibre K-homogene sur S = K/L (un sous-fibri 
de X,). On a G?=K. expiD.x,- K xL D, pour un ouvert Ad L-invariant 
DC p. 
On dit que B = D 17 a est la base de 52. Vest une partie ouverte et W- 
invariante de a, mais non necessairement connexe. Si on pose - 
B=Bna+=B/W, on a B={A(z), zEg} ou A(z) est detini comme au 
(iv) de la Section 3.1. La partie B est connexe et relativement ouverte dans 
- 
a+. 
En vertu de la propriett (iv) enoncie a la Section 3.1, la donnee de sa base 
caracterise tout domaine K-invariant de X,. On note desormais 
le domaine K-invariant ayant pour base un ouvert W-invariant B c a. 
3.4. Se’ries de Laurent 
On note @ le faisceau des fonctions holomorphes ur X,. Soit f E W(Q,). 
Le scalaire 
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(2 E 9; 1 <j < dA) est independant du choix de z E gB. On dit que la 
famille f= {f(A), n E 9’) des vecteurs 
f(A) = {J@>, 1 <j < dA I E cdJ 
est la famille des coeflcients de Laurent deJ: On pose pour tout 2 E 9, 
4 
11%(41’= x I@>l’. .j= I 
On appelle s&ie de Laurent de f la serie 
et transformation de Laurent l’application qui a tout f E F(5Z’J associe la 
famille de ses coeffkients de Laurent. 
Soit HE B. On note f, la fonction C” sur K obtenue par restriction de 
f E @(GSB) a l’orbite K.exp iH.x,. On note {&VI), ME k} la famille de ses 
coeffkients de Fourier detinis par 
~&I4)=/ f(k.expiH.x,)M*(k)dk. 
K 
Le resultat suivant [6, Theoreme 2, p. 1811 clarifie le rapport entre les coef- 
ficients de Fourier de fH et les coefficients de Laurent def: 
THBOR~ME A. Soient G%B le domaine K-invariant de base B, f E a@,) et 
f= (&A); A E 3, 1 <j < dA} la famille de ses coefficients de Laurent. Pour 
tout HEB on a 
(.&M,) vf, $1 =.@> d(exp iH.xd ()iE9; 1 <j,I,<dJ. 
Le thtoreme suivant est le resultat fondamental de [6, Thioreme 3, 
p. 1881, ainsi que notre point de depart. 
TH~OR$ME B. Soit @B le domaine K-invariant de base B. Toute fonction 
fE @(gB) y admet un dheloppement en se’rie de Laurent normalement 
convergent sur tout compact de gB. Les scalaires (L.(A); 1 E 3, 1 <j < d,,} 
sont les coeflcients de Laurent rfune fonction f E @(gB) si et seulement si ils 
satisfont la condition: 
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(*) Pour tout compact U c B invariant par W, il existe une constante 
C, > 0 telle que 
VAE.9 IIf(A)l\ < CuephcAA’. 
Remarque 1. En vertu de la Proposition 2(ii), la condition (*) est 
visiblement equivalente a la condition suivante: 
(**) Pour tout compact U c B invariant par W, il existe une 
constante C, > 0 telle que 
Enlin nous terminons ce rappel des resultats de [6] par la generalisation 
suivante du “theoreme du tube” [6, Theoreme 5, p. 1931. 
TH~OR~ME C. L’enveloppe d’holomorphie du domaine K-invariant de 
base B est le domaine K-invariant ayant pour base l’enveloppe convexe de B. 
Remarque importante. Les resultats enonces ici ont Cte obtenus dans [6] 
sous l’hypothese que le groupe L est connexe. Cette restriction est inessen- 
tielle. 11 suffit de formuler la remarque suivante [ 1, Remarque 1, p. 214). 
Soient Lo et Li les composantes neutres de L et L,. Alors LF est le 
complexifie universe1 de Lo, et on a L,/Lz = L/Lo. On laisse au lecteur le 
soin de verifier qu’a partir de cette remarque, I’extension au cas general de 
tous les resultats de 161 est facile. Les proprietes suivantes pourront en 
particulier Ctre etablies: 
(i) L’espace Xz = K,/Lz est un espace fibre holomorphe de base X, 
ayant pour fibre type le groupe fini L/Lo. 
(ii) L’image inverse par l’application Xz -+ X, du domaine K-invariant 
GZ c X, de base B est le domaine K-invariant 9’ c e de mt?me base. 
(iii) Une fonction f holomorphe sur 2 s’identifie a une fonction f” 
holomorphe sur Do et constante sur les fibres de la Iibration. Cette 
invariance entraine la nullitt des coefficients de Laurent def’ correspondant 
aux poids J E KL,,\KL. La serie de Laurent de f est alors definie par celle de 
f”. 
4. UNE FORMULE DE PLANCHEREL 
PROPOSITION 3. PourtousIIEY,kEK,HEaona 
Il#(k.exp iH.x,)(l’ = rp:(exp 2iH.x,). 
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Preuve. On a en effet 
I)$(k.exp iH.x,)/1’= IjM,(k.exp iH) vfll* 
= (M,(exp 2iH) 21: , v:), 
ou la derniere egalite resulte du fait que M,(k) est unitaire et M,(exp iH) 
hermitien. I 
Nous sommes alors en mesure d’etablir le thioreme de Plancherel suivant, 
qui sera notre outil central pour la caracterisation des espaces de Hardy. 
TH~OR~ME 1. Soient ~3~ le domaine K-invariant de XC de base B, 
f E F’(GZB), et f= {A(A); A E 9, 1 <j < dA} la famille de ses coeflcients de 
Laurent. Pour tout HE B on a 
i 
K lf(k.exp iH.x,)l’dk = A;ydA ~lf(A)~~* c#(exp 2iH.x,). 
Preuve. On note f, la fonction C” sur K obtenue par restriction de f a 
I’orbite K. exp iH.x,. On note {fH(M), M E k} ses coefficients de Fourier 
definis par 
f&W = 1 f,(k) M*(k) dk. 
K 
Alors on a la formule de Plancherel classique sur le groupe K: 
I K If,@)l' dk = & 4W Ill&~>lll’~ 
En vertu du Theoreme A, celle-ci s’ecrit 
I K If,Wl” dk= & 4Wllf~W>II12 
=A&‘/~ jtl It6&W~:~~:)12 
= y dA 2 I&)&exp iH.x,)I* 
Ic.P j.l=l 
= AT9dA IIf(~>ll” Ilv*.(exp iH.xo)l12. 
On applique alors la Proposition 3. I 
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5. DOMAINES A BASE ARBITRAIRE 
Soit 9B le domaine K-invariant de X, ayant pour base un ouvert W- 
invariant arbitraire B c a. En vertu du Theoreme C, on peut toujours 
supposer B convexe. Pour tout f E @(cZ?~) on note 
IISII’ = E; lK If @.exp ~~.x,I* dk. 
L’integrale du membre de droite Ctant clairement une fonction W-invariante 
de H, on a tout aussi bien 
Ilf II* = :$JK IfWxp ~H.x,)l* dk 
- 
avecB=Bfla’=B/W. Ondtfinit 
HZ@&) = (f E @‘@JB): 11 f II < +co }. 
Le theoreme suivant donne une caracterisation des elements de HZ@*) par 
leur serie de Laurent. 
TH~OR~ME 2. Une fonction f appartient ci H2(GB) si et seulement si elle 
s’e’crit 
avec 
sup 
HER 
AT9 do IIP(~)ll’ d(exp ZiH.x,)] < +a. (2) 
Preuve. Si f E H2(GJB) elle s’ecrit necessairement sous la forme (1) en 
vertu du Theo&me B, et la relation (2) est une consequence immediate du 
Theoreme 1. 
Inversement il suffit de montrer que si la relation (2) est satisfaite, la 
serie (1) dbfinit une fonction fE B(g,J. Le fait qu’alors f E H2(938) resultera 
encore du Theoreme 1. 
Mais en vertu du Theoreme B et de la Remarque 1, pour que la sirie (1) 
dcfinisse une fonction f E @(Q il est suffisant que la condition (**) soit 
satisfaite. 
Supposons done la relation (2). Alors il existe A > 0 tel que pour tout 
HE& on ait 
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D’ou pour tout 1 E 9 et tout HE 8, 
(I $(A)II * &exp 2iH.x,) < A *. 
Et en vertu de la Proposition 2, ceci implique 
Ilf(A)ll < A(a(l))-‘I’ e-*(lH). 
Soient alors U un compact W-invariant de B et 0 = UnF = U/W. Par 
definition de la fonction d’appui de 0, on sait que pour tout A E 9 il existe 
H, E 0 tel que 
ou la derniere egalite resulte de la Proposition 1. On en deduit que pour tout 
LE.9 on a 
On a ainsi etabli la condition (**) et acheve la preuve du Theoreme 2. 1 
La suite de cet article va itre consacree au cas particulier, beaucoup plus 
riche, od la base B est un cone convexe saillant de a. 
6. DOMAINES A BASE CONIQUE 
Soient C un cone convexe de a et C* son cone polaire detini par 
C* = {A E (ia)*: h,(A) = O} 
= {A E (ia)*: A(iH) < 0, VH E C}. 
On dit que C est millant s’il est ouvert, et si son polaire C* possede un 
intkieur. 
Soit C un cone convexe saillant de a invariant par W. Un tel cone n’existe 
que si K n’est pas semi-simple. Sinon en effet le seul cone W-invariant 
convexe de a est a lui-meme, et il n’est pas saillant! Dans cette section et les 
deux suivantes, on se place sous cette hypothese. 
Si C est un cone convexe saillant de a invariant par W, 9 n C* est une 
partie non uide de (ia)*. En effet soit &’ ’ la chambre de Weyl duale de a + 
dans (ia)*. On sait (voir [6, p. 172 et 1921) qu’on a .Y c ~8’ ’ et que le cone 
engendre par 5” est dense dans &’ +. Comme le cone W-invariant C* 
possede un interieur, le cone C* n &‘+ = C*/ W possede aussi un interieur. 
Celui-ci rencontre alors ntcessairement le cone engendre par 9”. D’ou 
l’assertion. 
La proposition auxiliaire suivante sera utile. 
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PROPOSITION 4. Soient C un c&e convexe saillant de a invariant par W, - 
C*sonc6nepolaireet~=C~a+=C/W.Pourt0ut1E9nC*ona 
sup &exp iH.x,) = sup &exp iH,x,) = 1. 
H& HEC 
Preuve. Soit t une sous-algkbre abklienne maximale de t contenant a. On 
sait que chaque Gment A4 E Z? est caractkrisk par une famille {pj, 
1 <j < d(M)} d’klkments de (it)*, qu’on appelle les poids de M. 
Soit A E 9 arbitraire et {pj, 1 <j < d, } la famille des poids de la 
reprksentation MA E IZL. Pour tout pj E (it)*, on note wj E (ia)* la forme 
linkaire obtenue par restriction A ia. On sait alors que ,I est le plus haut des - 
ClCments de la famille { oj, 1 <j < dA} dans l’ordre induit par ia +. C’est-i- - 
dire pour tout I-Z E a + , 
w,(iH) < A(iH) (1 <j< d,). 
Dans une base convenable {ef , 1 <j < d, } de E, , l’opkateur M,(exp iH) 
est reprksentk par la matrice diagonale hermitienne dkfinie positive 
{ew~‘iH)y 1 <j< d,l. 
Par un calcul ClCmentaire on en dkduit 
cp:(exp iH.x,) = f$ I(vf , e:)j’ ewPiU). 
j=l 
- 
Maintenant pour AE.BnC* et HEc=CfIa’, on a 
wj(iH) < k(iH) < 0 (1 <j<dd. 
Ceci implique pour tout HE c, 
sup &exp itH.x,) = livfl]’ = 1. 
t>o 
D’oti kvidemment 
sup &exp iH.x,) = 1. 
HEC 
Cependant on peut prendre aussi bien la borne suptrieure sur la fermeture c
du c6ne C. En effet pt(exp iH.x,) est une fonction de H W-invariante et 
continue. I 
On note L*(9 n C*) l’espace des familles f= {$(A), A E 9n C*} de 
vecteurs 
f(A) = {&(A), 1 <j < d,} E Cd,\ 
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telles que 
Muni de la norme &rite, L2(9 n C*) est clairement un espace de Hilbert. 
Soit G?c le domaine K-invariant de X, de base C. Le theorime suivant 
donne une caractbrisation “du type Paley-Wiener” des elements de H’(GJc). 
THI~OR~ME 3. La “transformation de Laurent” qui ci tout f E H2(Qc) 
associe la famillef= {fj(3L); A E 9, 1 <j ,< dA} de ses coeflcients de Laurent 
est une isomktrie de H2(Gc) sur L2(.Pn C*). Plus prkcishnent on a 
f E H2(gc) si et seulement si elle s’bcrit 
avec 
f(z)= y dA 2 $(A) q;(z) (3) 
ae r)nc* j=l 
11.w = 5’ aEijinc da Ilf@>ll’ < + 03. * 
Ah-s on a llf II = ll3ll. 
Preuve: (a) Soit fE H’(G$). En vertu du Theoreme 1 on a 
Ilf II2 = sup HE? [ K- d,, ll.&>ll’ d(exp 2iH.xJ . ISY 1 
- 
On consider-e alors le cone (c’)* polaire du cone c” = C n a ‘. En vertu de la 
Proposition 1 on a 9 n C* = 9 n (c”)*. Si 1 E 9 mais 1 6Z C* il existe 
done H, E c” tel que L(iH,) > 0. On en deduit pour tout t > 0, 
llf II2 2 dA 11.&)11’~~(w 2itH,.xJ 
> 11 $(A)II’ a(A) e2’A(iHo) 
ou la seconde inegalite resulte de la Proposition 2. Comme e2tA(iH0) peut 
prendre des valeurs positives arbitraires, ceci implique II~(A)il = 0 et 
f(L) = 0. 
On en deduit que la serie de Laurent de f a la forme (3). De plus 
llf II2 = sup [ x da II &A>ll 2d(exp 2iH. x0> .
HE? AE.YnC* I 
11 suffit alors d’appliquer la Proposition 4 pour conclure. 
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(b) Inversement soit $= {fj(A); A E 9 n C*, 1 <j < dA} une famille 
telle que (4) soit satisfaite. Compte-tenu de la Proposition 4, on a 
E$ [ 1 dA 11$(~>11’d(exp 2iH.q) = ~~.Q2 < +a. Ae9nc* 1 
En vertu du Theoreme 2, la serie (3) dtfinit alors une fonctionfE H*(g,). 
Le fait que llfll = IIf resulte du Theoreme 1. I 
TH~OR~ME 4. A toute fonction f E H2(gc) on peut associer une fonction 
f" E L*(X) telle que f# soit la valeur au bord de f au sens suivant: 
f;lio 1 f (k. exp iH. x0) -f #(kx,)l * dk 
1 
= 0. 
NEC 
L’application f -+ f # est une isome’trie de H* (@c) dans L*(X). Le sous-espace 
de L*(X) obtenu est isomorphe h L*(9 f7 C*). 
Preuve. On definit la fonction f # comme l’unique fonction sur X ayant 
pour coefficients de Fourier les coefficients de Laurent de J La serie de 
Fourier de f # s’ecrit done 
f Ykx,,) = x d,, 2 .$(WVdk) v:, $1. 
ae9nc? j=l 
Par la formule de Plancherel classique sur X, on a clairement IIf #)I = II PII = 
Ilf II < +a* 
Soit f, la fonction C” sur K obtenue par restriction de f a l’orbite 
K. exp iH. x,, . En vertu du Theoreme A, la serie de Fourier de f, s’ecrit 
f,(k) = 2 4Wtr[.&W M(k)1 
MEKL 
= x dA 3 &(A) &exp iH.x,)(M,(k) u:, vj”). 
.ls9nc* .!,I= 1 
Appliquons alors la formule de Plancherel classique sur le groupe K. Nous 
obtenons 
x ( ,g2 Iq$(exp iH. x,Jl” + ld(ew iH.x,) - 1 I*). 
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Mais on a par un calcul Gmentaire 
2 ~~~(expiH.~,)~~+~~~(expiH.x,)- 11’ 
I=2 
= (M,(exp iH) v! - uf, M,(exp iH) 0: - u:) 
= &exp ZiH.x,) - 2&exp iH.x,) + 1. 
11 rCsulte alors de la Proposition 4 que la sCrie du membre de droite est 
normalement convergente sur tout compact de (?, D’oti l’lnonct. I 
7. LE NOYAU DE CAUCHY-BOCHNER 
On maintient les notations de la section prkddente: C dksigne un c6ne 
convexe saillant de a invariant par W, C* son c6ne polaire, 
c = C na’ = C/W et Qc le domaine K-invariant de X, de base C. 
Nous aurons besoin du r&&at auxiliaire suivant. 
PROPOSITION 5. Pour tout compact U c C il existe un Gel E > 0 tel que 
h”(l) < -& 11111 pour tout I E c*. 
Preuve. Soit b la boule unit& ouverte de a. Le the C &ant ouvert. il 
existe E > 0 tel que U + Eb c C. On en dkduit pour tout 1 E C*, 
h lit &> G h,@) = 0. 
Mais on a par dkfinition de la fonction d’appui et de la norme duale 
hu+.&) = W) + E IPII. 
D’oti l’inonck. 1 
COROLLAIRE. Pour tout HE C il existe E > 0 tel que A(iH) < 
pour tout A. E C*. 
PROPOSITION 6. La skrie 
-& ll~ll 
converge normalement sur tout compact de gc. En particulier pour tout 
z E 5Jc la famille 
q?,= {m;lEYnC*, 1 <j<d,} 
appartient ti L*(.P n C*). 
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Preuve. Soient U un compact arbitraire de gC et A = {A(z), z E U} le - 
compact de c= Cna+ correspondant. Tout z E U peut s’krire 
z = k. exp iH .x, avec k E K et H E A. En vertu des Propositions 3 et 2 on a 
pour tout ;1 E 9, 
]$, Iq$(z)I’ = q:(exp 2iH.x,) < ezACiH). 
Par application de la Proposition 5 on en dCduit pour tout A E 9 n C*, 
oii E > 0 ne dCpend que de A. 
Maintenant on sait [ 10, Lemme 56.7, p. 1261 que d, est ti croissance lente 
sur 9: il existe A > 0 et m E N tels que pour tout A E a9 on ait 
d, <A(1 + llU>“. 
La sCrie 
-5 
J&-k* 
dAe-*“iiAil 
est done convergente. I 
&ant don& un espace de Hilbert H de fonctions d8inies sur un ensemble 
E, on dit que K: E X E + C est un noyau reproduisant pour H si 
(i) pour tout w E E la fonction K,: E -+ C dkfmie par K,(z) = K(z, w) 
est un klkment de H; 
(ii) pour toutfE H et tout w E E, on a (f, Kw)H =f(w). 
Nous aurons besoin du lemme kltmentaire suivant qui est classique (4, 
p. 1661. 
PROPOSITION 7. Soient H un espace de Hilbert de fonctions d$nies sur 
un ensemble E et 3 un autre espace de Hilbert possbdant la proprie’tt! 
suivante: pour tout z E E il existe x, EZ tel que l’application a -+ C? (06 a’ 
est la fonction de E dans C d&nie par G(z) = (a, x,)~) soit une isom&rie de 
Z sur H. Alors H possPde un noyau reproduisant d&i par K(z, w) = 
01,~ x,)2- 
Preuve. 11 est clair que la fonction K, dkfinie prkidemment n’est autre 
que 1?, E H. D’oti (i). Pour tout f E H et tout w E E, on a d’autre part f = a” 
(a E fl et 
D’oti (ii). i 
(f, K,,JH = (a, x,,L= G(w) =f (WI. 
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Sur Gc x @c on detinit la fonction suivante qu’on appelle noyau de 
Cauchy-Szegii de @c : 
(5) 
THBOR~ME 5. La se’rie (5) converge normalement sur tout compact de 
Qc x Qc. La fonction .V est un noyau reproduisant pour respace de Hardy 
Hz (gc>- 
Preuve. Compte-tenu de I’inegalite 
2 I4$mG% < l%$(z)12 + lyl:(w>12, 
il sufftt de montrer que la serie 
.P(z,z)= )‘ dA 2 lq$(z)l’ 
AE*nc- j=1 
converge normalement sur tout compact. Ce qui est etabli par la 
Proposition 6. 
Pour demontrer la seconde assertion, on applique la Proposition 7 avec 
E:= 9c, H:= H*(Q’,), X:= L2(.Y n C*) et xz:= 6,. Le Theoreme 3 Ctablit 
que les hypotheses ont satisfaites: l’application qui a tout %E L2(9 n C*) 
associe sa serie de Laurent est une isometric de L2(9 n C*) sur H2(gc), et 
cette serie s’ecrit (1 f$?z)LZ(YncV). I 
Soit rr l’automorphisme de K, induit par la conjugaison dans f, par 
rapport a t. On a o(k.exp ix) = k. exp(-iX) pour tous k E K, X E t. 
PROPOSITION 8. Pour tous z, w E Gc avec z = gx,, w = hx, (g, h E K,), 
on a 
.Y(z, w) = 5‘ 
ns;;‘nc* 
d,t(M,(g) v: 3 M,(h) v:) 
= T‘ 
A&k? 
d,d(W-‘)z). 
Preuve. La premiere relation est une consequence immediate de (5) et de 
l’identite 
(M,(g) v:, M,(h) v:> =3 (M,(g) 0:> $1 (M,(h) v:,$1. 
j=l 
Pour etablir la seconde on remarque qu’on a 
580/60/3-4 
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pour tous g, h E K,. En effet la relation est certainement verifiee pour g, 
h E K, et chacun des membres est une fonction holomorphe de g et 
antiholomorphe de h. I 
Sur G9c (et plus generalement partout oti cela a un sens) on introduit main- 
tenant la fonction suivante qu’on appelle noyau de Cauchy-Bochner de g,: 
N(z) = 1 G-d(z) 
AE9pnC’ 
(z E gc.. (6) 
La fonction N est ainsi detinie comme la “transformee de Laurent inverse” 
de la fonction caracteristique /3c. du cone C*. C’est-i-dire que ses coef- 
ficients de Laurent {Nj(A); I E 9, 1 Qj Q dA} sont donnes par 
fij(A) = S*jb,*(lb)* 
PROPOSITION 9. La skrie (6) converge normalement sur tout compact de 
gc. La fonction N est holomorphe et L,-invariante sur g3,. 
Preuve. 11 suffit de demontrer la condition (*) du Theorime B. Soit done 
U un compact W-invariant de C. On a pour tout A E .B n C*, 
h,(A) < h,(A) = 0. 
D’ou 
Ce qui etablit la condition (*). Chaque terme de la serie (6) &ant L,- 
invariant, il en est de meme de la somme. 1 
La proposition suivante est un corollaire immediat de la Proposition 8 et 
du Theoreme 5. 
PROPOSITION 10. Pour tous z, w E gc avec w = hx,(h E K,), la se’rie 
N(o(h-‘)z)= 2 d,&a(h-‘)z) 
lC.PTX’ 
est convergente, et on a 
9(z, w) = N(a(h - ’ ) z). 
En particulier on a clairement 
LY(kz, kw) = Y(z, w) PEW 
et 
Y’(z, z) = N(exp 2iA(z).x,). 
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Pour tout z E 2Fc et tout k E K, on pose maintenant 
Y(z, kx,) = N(k-‘z). 
Comme k-‘z E gc, cette definition a un sens. On dtfinit ainsi ,F sur 
G3c x X. Compte-tenu de la Proposition 9, la serie (5) converge normalement 
sur tout compact de gc XX. De maniere tquivalente, en vertu du 
Theoreme 4, on peut formuler ceci comme suit. 
PROPOSITION 11. Fixons w arbitraire dam 5Tc. Alors la fonction 
V, E H2(gc) dPfinie par Yw(z) = .Y(z, w) possdde sur X une valeur au bord 
.YE analytique et on a pour tout k E K, 
<i”$(kx,) = N(k-‘w). 
Le theoreme suivant generalise la formule integrale classique de 
Cauchy-Bochner. 
TH~OR~ME 6. Soient f E H2(gc) et f # E L*(X) sa valeur au bord. On a 
pour tout z E Qc, 
f(z) = I, N(k- ‘z)f#(kx,) dk 
= 
I 
Y(z, u)f”(u) du. 
X 
Preuve. On a vu au Theoreme 4 que l’application f-f # est une 
isometric de H*(gc) dans L*(X). On a done pour tout w E @c, 
= 
i 
cY(u, w) f “(u) du. 
X 
D’ou l’enonce. 1 
8.LE NOYAU DE POISSON 
On maintient les notations des deux sections precedentes. Sur 23, x X on 
introduit la fonction suivante appelee noyau de Poisson de a,: 
.P(z, u) = ‘$;I(;> “:’ . 
z, z 
Comme on a Y(z, z) > 0 cette definition a un sens et on a Y(z, u) > 0. 
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PROPOSITION 12. Fixons w arbitraire duns gc. Alors la fonction 
CYw E HZ@,-) deynie par <Y,(z) = 9(z, w) est bornbe SUY 6ScI 
Preuve. On a 
Posons alors w = k.exp iH.x, et z = k, .exp iH,.x,, avec k, k, E K et H, 
H, G c. En vertu des Propositions 3 et 2 et du Corollaire de la Proposition 5 
on a pour tout A E 9 f7 C*, 
)/q~‘(w)Jl~ = &exp 2iH.Q < ezACiH) < e~2Ew~~a~~ 
11 rpA(z)l12 = cp:(exp 2iH, .x,,) < e2*CiHl) < 1 
oti E, > 0 ne depend que de H. On en deduit 
Comme on l’a vu au tours de la preuve de la Proposition 6, la serie de droite 
est convergente. I 
Le theoreme suivant gbneralise la formule integrale classique de Poisson. 
THBOR~ME 7. Soient f E H’(Q,) et f” E L*(X) sa valeur au bord. On a 
pour tout z E Qc, 
f(z) = jx y”(z, u>f”W du. 
Preuve. Fixons w arbitraire dans Dc. Comme la fonction YW E H2(%fc) 
est born&e sur gc on a fY,, E H2(Bc). En vertu du Theoreme 6 on a alors 
= 
i 
sY(z, u)f#(u) P:(u) du 
X 
= 
i 
.‘p(z, u)f”(u) Y((u, w) du 
x 
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ou on a tenu compte de la Proposition 11. 11 est maintenant possible de 
choisir w = z. On obtient 
D’oti l’enonce. 1 
9. APPLICATION AUX GROUPES COMPACTS 
Soient U un groupe analytique compact (non necessairement semi-simple) 
et U, son complexifie universel. On appelle “domaines de Reinhardt 
generali&” de U, les domaines de U, qui sont bi-invariants par l’action de 
U. Ces domaines ont etd introduits dans [5]. 11 s’agit d’un cas particulier de 
la situation generale envisagee ici. 
En effet soit A = {(u, u), u E U} la diagonale du produit topologique 
U x U. 11 est classique que la paire (U x U, A) est une paire symetrique 
compacte. L’application (u,, u2) A + u, u;’ identifie l’espace symetrique 
compact X = U x U/A au groupe U. 
De m&me soit A, la diagonale du produit topologique UC x UC. L’ap- 
plication (g,,g,)A,+g, g;’ identitie I’espace homogene complexe 
X, = UC x UC/A, au groupe UC. 11 est clair qu’au moyen de cette iden- 
tification les domaines UX U-invariants de X, sont en correspondance 
bijective avec les domaines de UC bi-invariants par U. Nous renvoyons a la 
Section 9 de [6] pour plus de details a ce propos. 
9.1. St!ries de Laurent 
Nous rappelons brievement ici les principaux r&hats de [5 J, qui en vertu 
de ce qui precede sont un cas particulier des resultats de [6] &on&s a la 
Section 3. 
Soient U un groupe analytique compact, UC son complexifit universel, H 
un tore maximal de U d’algebre IJ et T le groupe de Weyl de U par rapport 
i H. On a la “decomposition de Cartan” classique UC = U. exp 27~. U
En vertu de cette decomposition tout domaine 22 c UC bi-invariant par U 
est caracterise par la don&e de sa base B. Celle-ci est l’ouvert ZGnvariant 
de h defini par G = U. exp iB. U. 
On note d le faisceau des fonctions holomorphes ur 17, et U I’ensemble 
des (classes de) representations irreductibles de U. Chaque representation 
ME U (resp. son adjointe M*) se prolonge de man&e unique en une 
representation holomorphe ncore notee M (resp. M*) de UC dans E(M). Par 
continuation analytique on a clairement M*(g) = M( g- ‘) pour tout g E UC. 
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Soient alors 9B le domaine de ZJ, bi-invariant par U ayant pour base un 
ouvert w-invariant arbitraire B c Q, et fE @(gB). Les coeflcients de 
Laurent de f sont les optrateurs {f(M), M E 0) definis par 
f(M) = j- f(m) M*(w) du (g E gll>* II 
11s sont indipendants du choix de g. La se’rie de Laurent de f est la serie 
Les deux proprietes suivantes sont des corollaires des Theoremes B et C. 
Elles ont ete demontrees directement dans [5]. 
(i) Toute fonction f~ @(gB) y admet un developpement en serie 
de Laurent, normalement convergent sur tout compact de 3$. 
(ii) L’enveloppe d’holomorphie du domaine de U, bi-invariant par U 
de base B est le domaine bi-invariant par U ayant pour base l’enveloppe 
convexe de B. 
Dans les paragraphes uivants nous transcrivons, dans le cas particulier 
envisage ici et a l’aide de l’identification UC X UC/A, - UC les resultats 
generaux obtenus aux Sections 5 a 8. Cette transcription est facile et laisste 
au lecteur. Comme en [5] on pourrait Cgalement obtenir ces resultats direc- 
tement. 
9.2. Espace de Hardy: base arbitraire 
Soit G2B le domaine de UC bi-invariant par U ayant pour base un ouvert 
w-invariant arbitraire B c $. En vertu de la propriete (ii) ci-dessus, on peut 
supposer B convexe. Pour tout fe B(GiZJ on pose 
11 est clair que l’integrale de droite est une fonction %F-invariante de H. - 
Soient alors h + = h/r une chambre de Weyl fermee de IJ et - 
a=Bn$+=B/P, On a aussi bien 
On detinit 
THBOR~ME 2 bis. Une fonction f appartient ri H2(%Jg) si et seulement si 
elle s’tkrit 
f(g)= MTfi d(Wtr[!W) M(g)1 (g E gLJ3 
ESPACEDE HARDY 333 
avec 
Ici pour tout M E 0, on note x,(g) = tr M(g) le caractkre de la reprksen- 
tation M. 
Ce theoreme st lui-meme une consequence de la generalisation suivante 
de la formule de Plancherel. 11 s’agit de la transcription du Theoreme 1, mais 
nous en donnons aussi une preuve directe. 
THBOR~ME 1 bis. Soient f E @‘(g,& et {f(M), A4 E o} la famille de ses 
coefJicients de Laurent. Pour tout HE B on a 
I vxvl~~l.ex~i~.u,)lzd~ld~2= 2 lIl$(~)ll12xM~ex~2~H). MEfi 
Preuve directe. Fixons H et u, et soit fH,u, la fonction C” sur U obtenue 
par restriction de f i l’orbite u, . exp iH. U. Un calcul elementaire montre que 
ses coefficients de Fourier {j;,,,,(M), A4 E N!?} sont don& par 
.fHjulW =.@f) Wu, .exp W. 
En vertu de la formule de Plancherel classique sur le groupe U on a done 
1 
U(f(uL.expiH.u,)/2duI= 2 d(M)lIIf(M)M(u,.expiH)JIIZ. 
MEG 
Maintenant pour tout ME 0 on a 
I 
M(u.exp iH.u-‘)du = (d(M))-‘X,,,(exp iH) llECM,. 
V 
En effet le membre de gauche est un endomorphisme de E(M) qui commute 
avec la representation irreductible M: ceci rbulte facilement de l’invariance 
par translation de la mesure du. En appliquant le lemme de Schur il s’ecrit 
done 1f,,,, , et la valeur de 1 est obtenue en prenant la trace de chaque 
membre. 
On en deduit 
I VXVlf( u,.exp iH.u,)12 du,du, 
= & d(M) ,fv tr L&W  u,. exp 2iH.u;‘)(~(M))*] du, 
= zi, 4W Wd(~))-* xdexp 2iH).fW)t@f))*l. 
D’oli l’enonct. 1 
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9.3. Espace de Hardy: base conique 
On suppose maintenant que le groupe U nest pas semi-simple. Le groupe 
U(n) fournit un exemple typique. Soient C un cone convexe saillant de h 
invariant par TTY et C* c (I>)* son cone polaire defini par 
C* = {A E (Q)* : il(iH) < 0, VH E C). 
L’application qui a tout ME 0 associe son “plus haut poids” A,,., E (Q)* 
ttablit une correspondance bijective entre 0 et une partie discrete de (iQ)* 
qu’on peut decrire explicitement (voir [6, Sect. 1.21). On pose 
C’est une partie non vide de 0. 
On note L*(irn C*) l’espace des familles f= {f(M), ME on C*} 
d’oplrateurs f(M) E Y(E(M)), telles que 
Muni de la norme &rite, il s’agit clairement d’un espace de Hilbert. 
Soit %Yc le domaine de U, bi-invariant par U de base C. Le resultat suivant 
est un theoreme “du type Paley-Wiener.” 
THBOR~ME 3 bis. La “transformation de Laurent” qui a tout f E H2(2Jc) 
associe la famille f= {f(M), M E U} de ses coejjkients de Laurent est we 
isome’trie de H*(GZ,-) sur L’(Un C*). Plusprecisement on a f E H*(~J,) si et 
seulement si elle s’ecrit 
avec 
11$11’ = x 4WIl.fW>Il12 <+a~. 
MEiif-W* 
Alors on a 11 f )I = llfil. 
TH~OR~ME 4 bis. A toute fonction f E HZ@,) on peut associer une 
fonction f # E L2(U) telle que 
lim 
H+O 
If(u1.expiH.u2)-f#(u,u2)12du,du2 =O. 
I 
HEC 
L’application f --* f” est une isometric de H2(gc) dans L’(U). Le sous-espace 
de L*(U) obtenu est isomorphe a L’(Un C*). 
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9.4. Le noyau de Cauchy-Bochner 
On maintient les notations du paragraphe precedent: C designe un cone 
convexe saillant de h invariant par W, C* c (zQ)* son cone polaire et Qc le 
domaine de U, bi-invariant par U de base C. 
THI?ORI?ME 5 bis. L’espace de Hardy H2(GSc) possdde un noyau 
reproduisant d@ni sur .Qc x gc par 
Y(g,h)= c d&f) trPfW(~(h))*l. 
MEOnc* 
Sur gc on introduit la fonction suivante qu’on appelle noyau de 
Cauchy-Bochner de gc: 
La fonction N n’est autre que la “transformee de Laurent inverse” de la 
fonction caracteristique PC* du cone C *. C’est-a-dire que ses coefficients de 
Laurent sont don& par 
N(M) = &*@M) ‘,(A,, (A4 E 0). 
PROPOSITION 9 bis. La fonction N est holomorphe duns gc et invariante 
par les automorphismes intkrieurs de U,: N( gh) = N(hg). 
Designons par u la conjugaison dans U, par rapport i U. On a 
a(u,.expiH.u,)=u,.exp-iH.u, 
pour tous u,, u, E U et HE h. On a clairement (M(h))* =M(a(h-‘)) pour 
tout h E U,. D’ou immediatement 
PROPOSITION 10 bis. Pour tous g, h E Gc on a 
.Y(g, h) = N(ga(h-I)). 
En particulier pour tout g = u, .exp iH. z+(u,, u2 E U, HE C) on a 
P’( g, g) = N(exp 2iH). 
On definit le noyau 5“ sur GYc X U en posant 
P’(g, u)= N(gu-‘) (gEac,uE U). 
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TH~OR~ME 6 bis. Soient f E H2(gc) et f#E L2(U) sa valeur au bord. 
On a pour tout g E gc, 
f(g) = juWgu-‘)fV4 da 
On voit que cette formule de Cauchy-Bochner generalise de maniere 
naturelle la formule classique sur le tore &non&e dans l’introduction. 
10. APPLICATION AUX DOMAINES BORNBS SYM~TRIQUES 
En ce qui concerne la theorie des domaines born& symitriques, nous nous 
en tenons ici aux seules notions indispensables a la comprehension du texte. 
Pour plus de details et des references, nous renvoyons le lecteur i [4] et a la 
Section 2 de [7]. 
Soit D = G/K un domaine borne symetrique de C” contenant l’origine, que 
pour simplifier les notations on suppose irreductible. Le groupe G est la 
composante neutre du groupe des automorphismes holomorphes de D, et K 
le sous-groupe d’isotropie de l’origine. 11 est classique que K n’est pas semi- 
simple et posstde un centre a une dimension. Soit S le bord de Shilov de D. 
On sait que c’est une K-orbite de C “: S = Kx, = K/L pour x0 convenable. 
Dans toute la suite on suppose que D est du type tube. Alors on sait que la 
paire (K, L) est une paire symetrique, et S = K/L un espace symetrique 
compact. On peut done comme precedemment considerer la paire des 
complexifiis universels (K,, L,), et l’espace homogene complexe S, = KC/L,. 
On maintient pour les espaces homogenes S = K/L et S, = KC/L, toutes les 
notations introduites pr&Pdemment pour X et X,. 
En particulier a designe une sous-algebre de Cartan de la paire symetrique 
(K, L), et 9 c (ia)* l’ensemble des plus hauts poids des elements de kL. 11 
est possible de determiner explicitement a et 9 comme suit. 
Soit {Y1 ,..., y,} 1 ‘ensemble des racines positives fortement orthogonales de 
Harish-$handra. On le construit comme suit: y1 est la plus haute racine non 
compacte positive de la paire symetrique (G, K); et pour tout j > 1, yj+, est 
la plus haute racine non compacte positive fortement orthogonale a 
{Y I ,..., yj}. On a ainsi yr > y2 > ... > y,. On note {HY ,,..., HyP} les vecteurs 
coracines associes. 
Alors on a 
a = 5 iiRH,, (ia)* = 5 RYj. 
j=l j=l 
Le centre 3 de t est engendre par le vecteur 
Z, = i 5 H,. 
j=l 
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Le groupe de Weyl W de la paire symetrique (K, L) opere darts a et (ia)* par 
les permutations de { 1,2 ,..., p}. Enfm on a [9, p. 661 
9= n=-jy njyj;njEH,n,>nn,> I *..>n, . j=l I 
On a jusqu’ici considere l’espace homogene complexe S, = K,/L, comme 
un espace abstrait. Le theoreme suivant, demontre dans [7, Theoremes 2, 3 et 
4, pp. 209-2111, Ctabht que l’on peut realiser S, comme domaine dam C”. 
TH~ORI?ME. Le groupe K, opdre dans C”. L’orbite KcxO est un ouvert 
dense de C”. On a S, = K,x,. 
Soit alors D = D n S,. C’est un ouvert dense de D, et comme G n K, = K 
c’est aussi un domaine K-invariant de S,. A ce titre il est caractirise par sa 
base. Celle-ci a ete explicitement determike dans [7, Theoreme 9, p. 2251. 
TH~OR~ME. La base du domaine de Reinhardt gPn&alisP L? = D (7 S, est 
le quadrant de a dPfini par 
C= H=iisjH,;sj>O,l<j<p . 
1 j=l ! 
Ainsi la base de D est un c&e convexe saillant (ceci n’est possible que 
parce que f n’est pas semi-simple). En particulier on a 
C*= A=: tjyj;tj>O,l<j<p 
1 j=l i 
.PfTC*= A=? njyj;njEH,n,>nn,> 
I 
. ..>n.>O . 
j=l ! 
Nous sommes done en mesure de definir comme a la Section 5 l’espace de 
Hardy H2(@, et tous les resultats obtenus aux Sections 6 i 8 lui sont 
applicables. En particulier H*(B) est un espace de Hilbert isomorphe a 
L2(9 n c*>. 
Considerons maintenant l’espace de Hardy classique H2(D) du domaine 
borne symetrique D. Celui-ci est dtfini comme suit [4, p. 1851. On sait que 
D est circulaire et etoile par rapport a l’origine. Si f est une fonction 
holomorphe sur D on notefE B(D), et on pose 
oti dx designe l’unique mesure sur S invariante par K et de masse un. 
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Le centre exp CZ, de K, opke sur C” par les homotheties. On, a en 
particulier pour tout x = kx, E S et tout t > 0, 
e -“x=expitZ,.x=k.expitZ,.x,ED”. 
On noteyE b(D”) la restriction de f a l’ouvert dense 0’. En vertu de ce qui 
precede on a 
Ilf II2 = =vjK lJi(k.exp itZo.-d12 dk. 
On pose 
HZ(D) = {f E B(D): I( f (/ < +a? /. 
THBOR~ME 8. L’application f -7 qui d tout f E a(D) associe sa 
restriction f”ci I’ouvert dense 0’ est une isombie de H’(D) SW Hz@). 
Preuve. Montrons d’abord que f -$ est une isometrie de H’(D) dans 
HZ@). Pour cela soientfE B(D) arbitraire, etf= {A(k); A E .a, 1 <j < dA) 
les coeffkients de Laurent de sa restriction 3E a@). Par un calcul simple 
dond dans [7, Theoreme 19, p. 2361 et qu’on ne rep&era pas, on a 
II %@>I1 = 0 (/I 65 ,P f-l c*>. 
La serie de Laurent de 7 a done la forme 
f(z)= \’ d,i IEZ-lC’ da z: .&~(D:(z) (  E d). j=l 
En vertu du Theoreme 1, on en dtduit 
llfl12 = ;;i x d, Il%)lI’ dC=p 2it .&,.x0) . 
as Pnc* 1 
Pour tout A E .P le groupe exp iRZ, opire sur E, par un caracdre. Ceci 
implique 
rp:(exp 2it Z,.x,) = eztACizo). 
On a Z, E C et pour tout A E .Y n C*, A(iZ,) < 0. On en deduit 
llfl12= 5 aEFncs da llf<~>ll* = ll.hl*~ 
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Supposons alors qu’on ait fE H2(D). La relation precedente implique 
fE L2(,Yn C*). D’oti en vertu du Theoreme 3, YE H2(@ et ]]f]] = ]]/]I. 
Ceci prouve I’assertion. 
Inversement soient ftZ H*(B) et Tla famille de ses coefficients de Laurent. 
Compte-tenu du Theo&me 3, on a fE L*(Y n C*). Mais en vertu de la 
Proposition 34 de [7, p. 2351, chacune des fonctions r$(A E ,P n C*, A # 0; 
1 <j < dA) se prolonge en une fonction holomorphe sur D en posant 
f&z)= 0 (z E D\d). 
La serie de Laurent def d&it done une fonctionf, E P(D) telle que f =A. 
Comme prtcedemment on a ]]f, ]I = ]]f]], d’ouf, E H’(D). 1 
Tous les resultats etablis aux Sections 6 a 8 concernant H’(6) sont done 
applicables i H*(D). En particulier H’(D) est un espace de Hilbert 
isomorphe a L*(P n C*). On a ainsi obtenu une nouvelle preuve des 
resultats classiques de Schmid [9] et de Hua [3]. 
EXEMPLE. Le domaine du type Zn,n. C’est le domaine D de C”” forme 
des matrices 12 x IZ complexes 2 telles que la matrice hermitienne 1 - Z*Z 
soit detinie positive. Le bord de Shilov S est le groupe U(n). L’orbite S, est 
GL(n, C). L’ouvert dense B est le domaine de GL(n, C) forme des matrices 
Z = Ue-” avec U E U(n) et H hermitienne definie positive. Ces matrices 
s’ecrivent encore Z = U, e-” U,, avec U,, U, E U(n) et H diagonale 
hermitienne detinie positive. L’ouvert D est done le domaine de GL(n, C) bi- 
invariant par U(n) ayant pour base le cone C des matrices diagonales 
hermitiennes detinies positives. On observera que dans ce cas S est un 
groupe: on se trouve ainsi dans la situation envisagee a la Section 9. Pour les 
autres domaines classiques, voir [ 8, Sect. 4 ]. 
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